TEMA 4 DETERMINANTES
4.0 DETERMINANTES

Por falta de tiempo solo se desarrollara de forma intuitiva
CONCEPTOS NECESARIOS:

S=A1,...,n}; S, =40 : S - S/ o biyectiva}
(Su,0) grupo de las permutaciones ( o sustituciones) de orden n, ordS, = n!

. a;, ai, a; a;, olay) =a;, k=1,....n
Notacién: ¢ = oo “ ], donde '( ) o
ay ax as an {it,...,iny =<1,...,0}

Ejemplo: 213
.0 =
SalLES 1 2 3

N° DE INVERSIONES DE UNA SUSTIUCION: Sean S={l,....nt y o € S,.
o proporciona una nueva ordenacion para los elementos de S

o ( o(l) o2) o@3) ...... o(i) ...... o(j) ...... o(n) >

1 2 3 . i .. Y n
o(i) y o(j) forman unainversiéonsisiendo i<; es o(i) > o(j)
I(o) :n° total de inversiones que presentan entre si los elementos

de una permutacion o

Si I(o) es par se dice que o es par

Si I(o) es impar si dice que o es impar
El n° de permutaciones pares es igual el n° de permutaciones impares
eiguala £
SIGNATURA DE UNA SUSTITUCION:

La signatura es una aplicacién definida de la forma:

€ S, - {-1,1}

1, sioespar
o - )= (D - o
-1, sioesimpar

EJEMPLOS:1) S = {1,2}.Obtener: §,. 2) S = {1,2,3}.Obtener: S;.
DEFINICION: Sean 4 = (aj) € M,(K); S, permutaciones de {1,...,n}.

det4 = ZGGS” €(0)a15(1)a26(2)- - - Anon) | = ZGGS” €(0)as(1)1a502)2. - - Ao(nyn

(7 D ain
Notacion: detd = |4| =

OBSERVACIONES:

1) ¢n° de sumandos precedidos de signo "+” ?4 precedidos de signo ”-” ?
2) ¢ En algun sumando hay mas de un elemento de alguna fila ?¢ columna?



DETERMINANTES
CASOS PARTICULARES:(Reglas de calculo en el caso 2x2 y 3x3)

. ain an X1 b . .
Sea el sistema 4X = B; = con 4 invertible
az axn X2 b,
anxi+ anx; = b aianxi + azanx: = anb
Como ~ ~
ar X1+ anxz = by aianXi + ananXx; = anby ExrEr-E
arianXi +aanxy = axnb; _aybyanb,
_ b b = X2 = Tap-anan
(anaxn —aznan)xa = anb, —anb, an ap
a axn

an dan

b,—a;b
Analogamente x; = 1222

ajlan—aza

azr an
DETERMINANTES DE MATRICES 2x2 Y 3x3
1) Matrices (2 X 2) A e Mz(K) | detd = aj1axn — anann

2) Matrices 3 x3) A € M3(K) Regla de Sarrus

detd = ai11a22a33 +ai12a23as3) +ai3d21as — a11d23ds — d12d214d33 — d13d22d31

*) ©)
[

® &1 e
[e] ne
[(CH| .

ne

°

an| lan| las | an an an  an aupl | laal lae
azn  axn| laxn| | lau ax a» axn| |az| | |aa ax
a1 axn asxl | |[@z1] |an as| |axn| lass asr  asxn

) )



DESARROLLO DE UN DETERMINANTE POR LOS ELEMENTOS
DE UNA LINEA.

DEFINICION: Sea 4 € M,(K)
Menor complementario del elemento a; (M;;) de A, es el

determinante de la matriz de orden n — 1 que si obtiene
suprimiendo la fila i-ésima y la columna j-ésima de la matriz 4.

Adjunto de aij : AU = (—l)iﬁMU‘
EJEMPLO:
2 31
4 2
A= 4 3 2 M, = L3 =10 Ap = (1D)"M; = -10
113

PROPOSICION: Sea 4 = (a;) € M,(K)

Desarrollo por los elementos de la columna j-ésima :
det(4) = ale j+ aszzj +..... +an_,-A,U- = ZZ:I aijk,

Desarrollo por los elementos de la fila i-ésima :

det(A) =andn +apdp +...... +a;,Ain = ZZ:1 axAi

EJEMPLO 1: 1) Calcular los determinantes:Hoja 4.1
1 v) 2 1 -1 0 1 vi) 1 2 5 7 2 1 -1 7
1 0 1 1 -1 3 0 1 =2 1 1
21 0 0 0 1 2 -3 -6 -3 -6 -3
. 0 -1 0 1 -1 2 75 37 2 1
EJEMPLO 2: Calcular
24) | an an din 2B) |2 1 -1 7
0 ax Aon 0 -2 1 1
’ 1 3 0 1
0 O Ann 1 7 1




Problema 1v) de la hoja de problemas 4.1

2 1 -1 0 2 1 -1 0

10 1 10 1 1
1v) =1

2 1 0 21 0 0

0 -1 1 0 -1 0 1

21 [ 0

101 1 0 1 2 1

=DEDP 2 1 0 [+MHEDP 2 1 0 |+

21@0 0 -1 1 0 -1 1
0—1@1

0 0

A A
\ r

1
0 +(0) x (=1)*3

2
+0) x (=1)*7| 1
0 -1

2 1 g
21l |=
0o -1 1

20

_— = O
NS I N
—_— D
S = O

—

S =1[2]
[e]
|

—

=-| 2

0

—

=-| 0)x (D™

1
- [(0) x (-

=—[0+1+(2)]-[0+0+0] =1

1

x (— 242
+ (1) x (=1) 5 0

+ (1) x (=1)**"

]

+(1) x (-1)*"

21

2
0) x (-1)*?
0 +(0) x (=1) -

]



EJEMPLO 2: Calcular

24) | an an A1n
0 ax A _p,
0 0 Ann
Por induccién
an an
D, = = anaz,
0 ax
an ap an
ai an
Dy=| 0 an a3 |= (—1)3+3a33 = a11aas;z
0 ax
o [
Supongamos se cumple
an an A1n-1
0 am an-1
D, = = a11a2a33...Ap-1)(n-1)
0 0 A(n-1)(n-1)
Entonces
an an din-1 Aln
an a
0 ax Au-1 A e
0 ax
Dn: e e :annx
0 0 ... ap-ne-1) a@-1n
0 0
g8 b

= A % (@1102033...A(-1)(n-1)) = A11022433. . .A(-1)(n-1)qnn

din-1

an-1

A(n-1)(n-1)

5




2B) |2 1 -1 7 2 1 -1 7
-2 1 1 , 0 -2 1 1
, determinant: = -34
3 1 1 3 1
1 7 1 1 7 1
2 1 -1 7 0
2 |1
i 2 L =N
) x D x |30 1|+ x D™ x| 1 1
1 3 0 1
7 2 1
1 7 2 1 1 1
1 7 21
+ (1) x (=1)2 x 3 L+ x =D x | 13 |§| _
7 1 1 7
e 11
=0 —2|:(—1)><(—1)2+1 . +(0) x (-1)*? +(2) x (1)
1 7 1 7
—| @) x (D" x + (1) x (-1)*! x + (1) x (1) x
7 31
1+3 1 2+3 343 2 1
+ (1) x (-1)™ x | +(0) x (=1)7™ x +(2) x (=1)°" x -

=70 =2 x(0+0+10) = (2 x (—4) — (—48) + (=20)) + (1) x4+ 0+ 2 x 5) =
—+0-20-20+6 = —34




PROPIEDADES: A € M,(K)
1) det4 = detA”

2) Si A’ se obtiene a partir de 4 permutando dos lineas entre si: detd’ = —det4

4 5
Ejemplo: =-2=(-1)x
) ‘ ‘ 23
3) (analogamente para filas)
air ... ai-1 butcy aiq ... amn
anml ... Qpi-1 byiAChi Qpiv1 ... am
am ... a1 by a1 ... aun ai ... aii-1 €1 Al ... Qin
= +
dpl ... QApi-1 bni Apivl ... Aun dpl ... QApi-1 Cpi Api+l ... dmn
) 2+6 3 8 3 23 6 3
Ejemplo = =34 = + =-2+36
4-2 5 25 4 5 -2
. 2-3 3+4 -1 7 23 -3 4
Ejemplo = = —-33 = =-2-31
4 5 4 4 5 4 5
4) (analogamente para filas)
amn ... a1 Ay dig ... din apn ... ai-1 Ay, 4Atisl ... Aig
. =A
apl ... QApi-1 Afam' Api+l .. Ann Apl ... Qpi-1 Api Apirl ... Apn
2x3 3 6 3 23
Ejemplo: ) _ — —6-=3x —3x(10-12)
4x3 5 12 5 4 5
) 2x4 3x4 8 12 2 3
Ejemplo: = = -8=4x =4 x(-2)
4 5 4 5 5

7



5) det4 = 0 <sus filas (6 columnas ) constituyen un sistema de vectores I.d.

0 0 0 an ... ajp ... dip
a .. A2 ... d2p
Por tanto : 2 ? ? =0, a;y ... an ... ay, | =0;
anyl ... QApi ... dpp
adpyl ... aAj1 ... dpp
aill /AT /AT
an-11 cee Ap-l1i cee QAi-ln -
/"tlau +...+An_1a,,_11 /”tlal,- +...+ln_1a,,_1,- /"tlau +...+An_1a,,_1n_1
00 20 4 5
EJEMPLOS = = =0,
4 5 4 0 4 5
2+4 3+5 23 4 5
= -2= = =-240
4 5 4 5 4 5

6) Si A' se obtiene a partir 4 sumando a una linea una combinacién lineal
del resto se tiene:  detd’ = detd

2 3 4
EJEMPLO: | 4 5 6 |= —4

113
2+2x3-4 3 4 2 3 4 33 4 4 3 4
442x5-6 5 6 |=1456|+2x|5 56 |+(C1)x|6 56
1+2x1-3 1 3 1 13 113 313

=—4+2x0+(-1)x0=-4




CONSECUENCIA: 4 € M,(K)
1) det(A4) = A" det(4)

2x3 3x3 23
= —18 =3%x
4x3 5x3 4 5
2x3 3x3 2 3x3 23 23
=3 x =3x3x =32x
4x3 5x3 4 5x3 4 5 45
2) det(—4) = (-1)"det(4)
-2 -3 23
EJEMPLO: =(-1)x
-4 -5
-2 3 23 2 3
= (-1)* % =
-4 -5 4 5 45
-2 -3 -4 23
-4 -5 -6 |=(Cx| 45
\ -1 -1 -3 3
-2 -3 4 2 3 4 2 3 4
-4 -5 -6 |=C-Dx| 4 -5 6 |=C)xC)x|4 5 6
-1 -1 -3 -1 -1 -3 -1 -1 -3
2 3 4 2 3 4
=(-1)’x|456|=(-1|456
113 113
3) det(4B) = det(4)det(B)
EJEMPLO:
23 1 3 23 1 3 11 0
A= ;B = ; AXB = =
45 3 2 4 5 3 2 19 2
4| x |B] b (-2) x (-11) = 22
X = X ==2) X (- =
4 5 3 2

11 0 _ |§|

4 x B| =
19 2




4) det(4) # 0 esus filas (columnas ) constituyen un sistema de vectores l.i.<
< rangd = n < A es regular

EJEMPLO :
23
6 9

En el e.v. el conjunto de vectores {(2,3),(6,9)} es |.d.

= 0, observemos que en las filas F, = 3F,;

EJEMPLO :
23
6 4

observemos que las filas ', y F> una no es c.l. una de otra
En el e.v. el conjunto de vectores {(2,3),(6,4)} es l.i.

= -10=+0,

EJEMPLO :
2 8
3 12

En el e.v. el conjunto de vectores {(2,3),(8,12)} es |.d.

= 0, observemos que en las columnas C, = 4C,

EJEMPLO :
21
3 12

observemos que las columlas C; y C, una no es c.l. una de otra
En el e.v. el conjunto de vectores {(2,3),(1,12)} es L.i.

=21 +0,

EJEMPLO 2: Calcular

2) | an an ... au 1 an ... am
ar» ... dy
0 ax» ... awn 0 ax» ... au
= dail = dan
0 ... am
0 0 ... am 0 0 ... am
1 ... A
An-1)n Amn-1)n
=anax| ... ... ... =...= a11a2...Au-2)(n-2) .
0 Ann
0 ... am

= a11a2...au-2)(n-2)4H-1)nnn



ALGUNOS METODOS PARA EL CALCULO DE DETERMINANTES

I) Determinantes de 2° y 3° orden.Regla de Sarrus.
(Estudiado en hoja 2)

Il) Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea.
(Estudiado en hoja 3)

lll) Regla de Chio(

elemento pivote).

Reduce el calculo de un determinante de orden n a un determinante de

orden—1

Consiste en:

_Fijar una linea y un elemento pivote (generalmente un ”1” por comodidad)
_Anular todos los elementos de la linea fijada salvo el pivote,

utilizando las propiedades de los determinantes.
_ Desarrollar el determinante por los elemetos de la linea fijada
IV) Por triangulacién. Consiste en:
_Convertir el determinante original a uno triangular.

(utilizando las propiedades de los determinantes)
_Multiplicar los elementos de la diagonal principal.

EJEMPLO1 : 1.v)
Hoja 1.1

v) | -2 -4 -6
4 -6 -2
—6 -2 —4

vii) | =2 -4 -6
6 12 18
1 2 3

2 1 -1 0 | 1w 1 2 5 7 1_vii) 2 1 -1 7
1 0 1 1 4 -1 3 0 -2 1 1
21 0 0 0o 1 2 -3 -6 -3 -6 -3
0 -1 0 1 -1 2 7 5 3 7 2 1
1 2 3 1 2 3
=(-1)2*x23x|2 3 1 = (-8)x| 0 -1 -5
FasFy=2F,
3 1 2 | FyoF3-3F, 0 -5 -7
-1 -5
= (-8) x = (-8)x (7-25) =144
-5 -7
3 1 -2 3 0
-1 3 2
0 0 -1 3 2
= =] 2 0 3
0 3 Fr=Fo+Fy 0 2 0 3
F4—F4—3F, 10 -9 -2
0 -2 0 10 -9 -2
-1 3 2
7
= 0 6 7 =(-1) x =39
Fy—Fy+2F 21 18
F3—>F3+10F1 0 21 18

123
—(2)x6x| 123 |=0
12




421

APLICACIONES

MATRIZ INVERSA DE UNA MATRIZ REGULAR

PROPOSICION: Sea 4 € M,(K)
A regular < detd =0

T An Axn An
An A A
E : -1 1 ) A Ax Am
N ese caso : A7 = 55 Ary Az A = Seid
A31 A32 A33 Aln A2n Ann
1 -1 0
EJEMPLO:Obtener 47!, A= -1 0 1
0 -1 -1
Obtencién del determinante de la matriz A por el desarrollo de los elementos de la
12 columna
S0
detd =} 0 1 |=(=n)™! + DD +((-1)22x0)= 141 =2
|§| -1 -1
/ 0 1 -1 0 -1 0 \
-1 -1 -1 -1 0 1
Ay An A
| 1 1 A1 Azl 1 1 1 0 1 0
S I e e B 0 -1 | | -11
Az Axn A3
-1 0 1 -1 1 -1
\ 0 -1 0 -1 -1 0 /
Lol -1 T 77 77
At=51 -1 -1 -1 |=| -5 -5 -3
1 1
b 7 7 "3

S



Puede resultar mas comodo obtener

A:

1
-1
0

-1 0
0 1
-1 -1

det4 =|A|- 0 1 |=(-D)™

Ao o
|§|—1—1

An A A
Az Axn A
Az Az Az
T
o1 1
-1 -1 1
-1 -1 -1

—

|
o ™=

I\)|>_‘

+(-1)*!(-1)

= =

0=

|
Rl= D= o=

-1 1
0 -1
1 0
0 -1
1 0
-1 1

M

+((=1)*?x0)=1+1=2

\




4.2.2| RANGO DE UNA MATRIZ
DEFINICION: Menor de una matriz 4 € M,
son los determinantes de sus submatrices cuadradas.

g 21 SRR
g

EJEMPLO 4, = A = ;o A=
6 4 2 6 4 2
3 2 31
Son menores de 4, ;
6 4 6 2
-2 1 3 6 =2
1 -1 2 4 -3
EJEMPLOS Son menores de 4 =
- -1 0 5 10 -5
2 1 1 2 0
-2 1 6 2
-2 1 6 -1 2 -3
-2 3 1 -1 4 -3
;1 =1 40150 0 5 =5 1;
1 2 -1 0 10 -5
2 1 2 1 1 O
2 1 2 0

DEFINICION: Rango de una matriz 4 € M.,
es el mayor de los 6rdenes de sus menores no nulos.
EJEMPLOS: Obtener el rango de las matrices

A1 = 21 A1 = 1 ;0 A= 2
6 4 2 |§|2 |§|4

=0 Portanto rgd, =1

w

N [=]

3 21 SR 4 2 |1

Plean ST RS TRl

= -3 +o0 Portanto rgd, =2




Obtencion del rango de una matriz :
Se verifica:
1) Si todos los menores de orden h de una matriz son nulos ,
lo son también los de orden h+1
2)Si en una matriz se suprime una linea combinacion lineal de otras
paralelas se obtiene una matriz del mismo rango que la inicial.

1 3 6 2 Fy
-1 2 4 -3 F

—_—t

EJEMPLO rgd =
3 4 8 -1 F3
-3 12 4 F4

a11=1¢0; 2—2:>I”gA22

-1
Tode los menoes de orden 3 son nulos

[ [BE] [AA -
B8 |- B0 BE |
3

Fs 3 4 1 3 8 1

A (HAs| |AA| [BE -
2| D H |- | s |-

Fa4 1 -3 1 1 -3 2 1 -3 4

[
=

Por tanto cualquier menor de orden superior también lo es.
Por tanto rg4 = 2
Comprobamos que efectivamente es asi

-2 1 3 6 1 1 3 =2
1 -1 2 4 1 -1 2 -3
= 0; =0
-1 0 5 10 1 3 4 -1
2 1 1 2 1 31 -4
-2 1 3 6 2 21 3 6 2
Ed lros 1 -1 2 4 -3 4 0 2 4 8 2 3
rgd = (rgd =...=r =
® 10 510 5 |8 l 0029 -2
2 1 2 0 0O 0 0 0 O
21 321 321
EJEMPLO : 4, = ; rgA1 =g = rgd; =1
6 4 2 6 4 2 000
2 1 321 3 2 1
EJEMPLO : 4, = ,¥gAr = F =r =2 |15
2( 41>g2 g<641> g<001> E



4.2.3 RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
( Regla de Cramer)

Un sistema de ecuaciones lineales S : AX = B es de Cramer si:
A es cuadraday regular ( det(A)+ 0)
Regla de Cramer: Consideremos el siguiente sistema de Cramer:

anx; + ... + aQixxn, = b1

amnx1, + ... + awx, = b,

Todo sistema de Cramer tiene una Unica solucion

ain ... ... Adip

anl ... oo App

X =
2x+y—-3z=1
EJEMPLO :Resolver el sistema: —x+5y+z=4
3x-2y—-4z=-1
2 2 3 1 2 2 3
A= -1 5 1 ; B= 4 ;o A= -1 5 1 =1+0
3 2 4 -1 3 -2 4

x| = =21;x, = =

=15



424 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES

Sea a; = (a,-l, ...... ,a,-n) e R”
ail Aln
{ai,...... ,any son ld. e =0
anl ... Qpn

EJEMPLO:Estudiar la dependencia e independencia lineal de los
siguientes sistemas de vectores de R°.

)42, 1,3),(1,1,1),(4,3,5)) son Ld. 2){((2,1,3),(1,1,1),(4,2,5)} son L.
11 11
213 |=0 21 3| =1%0
435 425

F4=2F1+F2

4.2.5 OBTENCION DE ECUACIONES IMPLICITAS
U=L@hp) ; {absli UcR"

X1 = Aai + ub;
Ec. paramétricasde U/ :< ...................

X2 az bz

el o {x,a,by l.de rang|l x; a3 b; =2

Xn an by

< Todos los menores de orden 3 deben ser nulos, es decir,
/

x1 ap b
xy az by =0

x3 a3z b3

X1 di bl

X2 dz bz =0 ay by
< < suponemos

X4 a4 b4

=0

ay by

X1 di bl

X2 dp bz =0

17



EJEMPLOS:Obtener unas ecuaciones implicitas de los siguientes s.v. de R*
] rg |§| = 2
1 1

I 0

DU==°L ,

|
—_
S = O

-
i E| ( X1 1 1
xo 101 *2 |§| =0 x2  -10
x2 -1 0 x3 1 1 x3—x1 0 0

=2 = < <
8 X3 1 (1) - X - X1 1 1
X4 _ X -1 0
*2 |§| -0 X4+2X2 0 0

X4 1 0 ~

N\

X3 —X1 = 0 . . . .
= son unas ecuaciones implicitas de U/
X4+ X2 = 0

18




1
-1

pv=Ll < |
1

g 1 ar as J
) 1] 1] s
; —1%0=rg |§|‘3 >2
H o 115
10 3

- L] =

— [©][=]
|
W
Il
e
<

De donde se deduce que {a,,a,,as} |.d.
y @z es una combinacion lineal de {a,,a»} sistema L.i.

Por tanto
-~ N -~ N
1 1 5 1 1
-1 0 -3 -1 0
V = E B > = E >
3 1 1 5 . 3 1 1 .
1 0 3 1 0

A

- ai 2 as J - ai a J
Observamos que {a;,a,} es elmismo sistema de vectores del ejemplo anterior
donde se ha obtenido que unas ecuaciones implicitas de VV son

X3 — X1 =0
X4+ X2 =0



1 \ 1\ 1
-1 0 0
3)U=£ 9 s
1 1 0
1 / 0 / 0
I 1N/ 1))
-1 0 0
. , . , 0 > es |.i.. Observemos que ya estan escalonados.
1 0 \ 0 /]
1 11
100 11
Ademas rg Lo =3y| 100 |=-1=+0
10
1 00
X1 11
-1 00
Debe cumplirse rg 2 = 3 y para ello debe cumplirse
x3 1 10
xs 1 00
xi 1 11 X1 1 1 L
x» =1 0 0 X2 -1 00
o 110 =0 3 110 =0 (xg+x2)x| -1 0 0 |[=0
1 10
x4 1 00 X4+X2l 0 0 O

<= 3x(x4+x2) =0 <= x4+x, =0 es laecuacion buscada



